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1. EINLEITUNG

Sei C27T der Raum der stetigen 21T-periodischen Funktionen, normiert
mittels der Maximumnorm, und HIJ (fJ > 0) die Klasse der reellwertigen
21T-periodischen im Streifen SIJ = {z Eel I Im Z I < fJ} holomorphen Funk
tionen mit I Re f(z) I :(; 1 flir z E SIJ . Fur U C C21T bezeichnet

8(HIJ , U) = sup inf If- g I
fEHIJ gEU

(1)

den Approximationsgrad von HIJ bezliglich U und

dn(HIJ) = inf{8(HIJ , U)I U Unterraum von C27T mit dim U :(; n} (2)

die n-Breite (englisch: width) von HIJ in C27T • Tihomirov hat in zwei Arbeiten
(vgl. [7, 8]) die n-Breiten von HIJ explizit bestimmt. Die Ergebnisse aus [8]
sind jedoch fa1sch,. und in [7, Section 3] ist im Beweis des Lemmas eine
nichttriviale Lucke zu schlieBen. Bine genaue Analyse der Beweise in [7, 8,9]
ermoglicht eine Korrektur der Ungenauigkeiten; daruber hinaus kann auf
die Benutzung des Satzes von Borsuk verzichtet und dadurch der Beweis
elementar durchgeflihrt werden.

2. BESTIMMUNG DER n-BREITEN

Von groDer Wichtigkeit flir das Folgende sind die Untersuchungen von
Achieser (vgl. [6, p. 196 ff.; 7, Section 4]), die

4 co (_1)m
8(HIJ , Pn- 1) = --;;; "to (2m + 1) ch«2m + 1) nfJ) =: Lln-1CfJ) (3)

flir den Approximationsgrad von HIJ bezuglich des Raumes Pn-l def tri
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gonometrischen Polynome vom Grade ~ n - 1 ergeben. Mit Hilfe des
Kernes

KIl(z) = 1 + 2 f cos(kz)
"~l ch(kf3)

erhiilt man genauer per

(4)

I J27T
fn,ll(z) = 2TT 0 Kit - z) sign(cos nt) dt

eine Funktion fn,1l EH il mit

und

an den SteIIen x" = k . (TTln), g" = x" + TTI2n (k Eif) sowie

(5)

fn,1l hat also in Pn-1 die NuIIfunktion als Proximum und ist in dem Sinne
extremales Element von Hil , daB

gilt.
1m Weiteren benotigen wir flir unsere Uberlegungen ein Ergebnis von

Mikhail [5), welches sich auch aus einem aIIgemeineren Resultat von Forst [2]
ergibt; demzufolge spannen die geshifteten Funktionen Lz.K1l (j = 0,... , 2m),,
(T_z.KIl)(z) := KIl(z - Zj), flir beliebige Zo < Z1 < .. , < Z2m < Zo + 2TT einen
Haa~schen Raum auf. Dies kann man auch so deuten, daB Kil im Sinne
von Karlin [4, p. 455) ein strikt totalpositiver zyklischer Kern ist.

LEMMA 1. Es sei Zo < Zl < ... < Z2m < Zo + 2TT: dann ist span{T_z.K1l I
j = 0,... , 2m} ein Haarscher Raum aber [0, 2TT). '

Der VoIIstiindigkeit halber bringen wir den von Mikhail [5) angegebenen
Beweis. Nach Achieser [I, p. 253] ist Kil eine elliptische Funktion der Ord
nung 2 mit den primitiven Perioden 2TT und 4if3. Somit istfE span{Lz.K1l1
j = 0,..., 2m},f =1= 0, eine elliptische Funktion der Ordnung ~2(2m -+ 1).
Mittels der Funktionalgleichung KIl(z + 2i(3) = -Kiz) flir ZE iC folgt dann,
daB f im IntervaII [0,2TT) hOchstens 2m + I NuIIsteIIen hat. Aus Periodizi-
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tiitsgriinden ergibt sich schie13lich sagar, daB f wie behauptet in [0,217)
hochstens 2m Nullstellen haben kann.

Als Niichstes untersuchen wir die durch

fOgj+l

giz) = 1/27T J Kit - z) sign(cos nt) dt
~i

definierten Funktionen gj E H{3 (j = 0,... , 2n - 1); diese sind linear un
abhiingig. Der von Ihnen aufgespannte 2n-dimensionale Unterraum werde
mit Un ,{3 bezeichnet. Es gilt dann

LEMMA 2. Fur alle k, 0 ~ k < 2n, erfilllt der (2n - l)-dimensionale
Unterraum span{ gj I0 ~j < 2n,j =1= k} in [0, 27T) die Haarsche Bedingung.

Lemma 2 ergibt sich ebenfalls als Spezialfall aus [2]. Unabhiingig davon
kann man einen einfachen Beweis angeben, cler mit cler durch Lemma 1
garantierten totalen Positivitiit von K{3 auskommt. Ohne Einschriinkung der
Allgemeinheit genligt es, den Fall k = 2n - 1 zu betrachten. Flir be1iebige
Uo < U1 < ... < U 2n- 2 < Uo + 27T gilt dann nach dem Satz von Fubini

Aus Lemma 1 folgt die Positivitiit des Integranden, daraus det( glUk) I
o~ j, k ~ 2n - 2) =1= 0 und so schlie13lich die Gilltigkeit der Haarschen
Beclingung.

LEMMA 3. Fur g E Un,{3 mit I g(Xj) I ~ Ifn,{3 I (j = 0, ... , 2n - 1) gilt g c

Wir nehmen an, es existiere ein g E Un,{3\H{3 mit I g(Xj) I ~ Ifn,{31 (j = 0, ... ,
2n - 1). Dann gilt 1 < SUPZES/3 ! Re g(z)! < Cf); hat g die Darstellung

2n-l

g(z) = L !Xjgiz),
j~O

so gibt es mindestens ein CXj mit I CXj I > L Man wahle nun k so, daB I exh:!
maximal ist, und bilde f:= In,{3 - (l/cxh:) g. I hat dann mindestens 2n NuU
stellen in [0, 27T). Wegen

2n-l

In,fj = L gj
j~O
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ergibt sich andererseits mit
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ein Widerspruch zu Lemma 2.

LEMMA 4. Zu Yo ,... , Y2n-l E ~ existiert genau ein g E Un,e mit g(Xk) = Yk
(k = 0, ... , 2n - 1).

Fi.ir g E Un,e mit g(Xk) = 0 (k = 0,... , 2n - 1) gilt nach Lemma 3 exg E He
fUr aIle ex E ~; dies zieht Re g(z) = °fUr Z E Se und damit g = °nach sich.

LEMMA 5. In ~m seien ein linearer Unterraum V mit dim V < m und eine
Teilmenge F gegeben. Es existiere ein E > Omit {y = (Y1 ,... , Ym) E ~m I
IYJ I = E (j = 1,... , m)}!: F; dann gilt bezuglich der Maximumnorm S(F, V) ~ E.

Wegen dim V < m existiert I = (AI,'''' Am) E (~m)* mit

m

I II = I I Ak I = 1
7c~1

und

fE ~m mit

I(g) = ° fUr aIle g E V.

{' ._ .!Sign Ak ,
Jk .- E 1,

falls Ak =1= 0,
sonst,

gehort nach Voraussetzung zu F. Zusammen mit

If-gl ~/(f-g)=I(f)=E

ergibt dies die Behauptung.

fUr aIle g E V

LEMMA 6. Sei Vein 2n-dimensionaler Unterraum von C27T . Dann gilt
S(He , V) ~ lin,s I .

Es sei V = span{vo ,... , V2n-l}' Betrachtet man dann D(t) := det(vi(xlc + t)),
so gilt D(7T/n) = -D(O); somit existiert r E [O,7T/n) mit D(r) = 0. Mittels
Shiften um r erhalten wir aus V den Unterraum W:= {TT gig E V}, (TT g)(x)
:= g(x + r), mit den Basiselementen Wi = TTVi ; dafUr gilt det(wi(xk)) =0
und S(He , W) = S(Hs , V). Fi.ir aIle Yo ,... , Y2n-l E ~ mit IYk I = Ifn,e I
(k = 0, , 2n - 1) existiert nachLemma 4 genau ein g E Un,e mit g(Xk) = Yk
(k = 0, , 2n - 1); nach Lemma 3 gilt g E He. Denken wir uns He und W
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eingeschrankt auf M = {xo ,... , X 2n- 1}, so ist Lemma 5 anwendbar, und es
folgt wie behauptet 8(H(3 , V) = 8(H(3' W) ?': 8(HaIM' WIM) ?': !fn,(3 I '

Aus dem Vorangehenden ergibt sich so der folgende

Satz 1. d2n(H(3) = d2n- 1(H(3) = 8(H(3 ,Pn- 1) = L1 n- 1(f3).

Nach Lemma 6 gilt namlich d2n(Ha) ?': Ifn.(3 i ; mittels des Resultats
Ifn,(3 i = 8(Ha , Pn- 1) = L1 n- 1(f3) von Achieser erhiHt man ferner ifn.(3 i ?':
d2n- 1(H(3). Uber die triviale Ungleichung d2n- 1(Ha) ?': d2n(H(3) schlieBt sich
dann der Kreis; in samtlichen Ungleichungen mnB daher das Gleichheits
zeichen stehen.

3. BESTIMMUNG DER LlNEAREN n-BREITEN

In Analogie zu (1) bzw. (2) bezeichne nun

8'(H(3 , U) := inf{sup If - Lf ilL: C271 -+ U linear, beschrankt}
fElia

den Unearen Approximationsgrad von H(3 beziig1ich des linearen Unter~

raumes U ~ C271 und

dn'(H(3) ;= inf{8'(H(3 , U)I U Unterraum von C271 mit dim U ~ n}

die lineare n-Breite von H(3 in C271 . Ferner nennen wir einen beschtiinkten
linearen Operator L : C271 -+ C271 vom Rang ~ n n-extremal zu H(3 , falls
dn'(H(3) = sup{lf - LfilfE H(3} ist. Die Ergebnisse von Achieser (vg1.
[3, p. 92; 7]) liefern nun d2n- 1(H(3) = d~n-l(H(3). Genauer gilt fUr sogenannte
Operatoren L : C271 -+ Pn-l vom Faltungstyp, die sich in der Gestalt

I {271(Lf)(x) = - I Akeik(X-t)!(t) dt
271" 0 Ikl<n

mit geeigneten Faktoren Ak E ~ (I k I < n) darsteHen lassen, der folgende

Satz 2. Es existiert genau ein lillearer Operator L n ,(3 vom Faltungstyp
mit SUPfEli,e If - Ln,sfl = L1 n- 1(f3). Ferner gilt L n,(3 =1= Ln,y fUr 13 =1= y.

Es ist eine offeneFrage, ob es noch anderebeschrankte lineare Operatoren
L : C271 -+ Pn-l gibt, die (2n - 1)-extremal sind.

Folgerung 1. Es gibt keinen beschrankten linearen Operator L : C271 -+

Pn - 1 , der zu H(3 und Hy (13 =1= y) (2n - I)-extremal ist.

Sei L: C271 -+ Pn-l ein beschrankter linearer Operator, der zu H(3 und
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H y (f3 =1= y) (2n - I)-extremal ist. Dann erhalten wir durch die Berman
Mittelung

~ 1 f217
L := 27T 0 T_xLTx dx

einen beschrankten linearen Operator L vom FaltungstYP, der auch (2n - 1)
extremal zu H{3 und Hy ist. Mit L = L n,{3 = Ln,y ergibt sich so ein Wider
spruch zu Satz 2,

Folgerung 2. d~n_l(H{3) = d;n(HIJ) = o'(H{3, Pn- 1) = Ll n- 1(f3).

Satz 2 ergab die Existenz eines 2n-extremalen Operators. Mittels der
Uberlegungen von Mikhail [5] zeigen wir nun, daB sogar ein 2n-extremaler
Interpolationsoperator existiert. Wir betrachten dazu den 2n-dimensionalen
Unterraum

Vn,1J := span{LXkK{3 I k = 0, ... , 2n - I}

von C217 . An den Stellen X o , , X 2n-l ist in Vn,1J eindeutige Interpolation
moglich. Bezeichnen wir mit 10 , , 12n-l die Lagrange-Basis dieses Raumes, so
kann man durch

2n-l

Ln,d:= I f(xk) lk
k~O

einen Operator Ln,lJ: C27T -+ Vn,1J definieren. Fur IE H{3 hat man die In
tegraldarstellung

1 r27T

fez) = 27T J
o

KTJ(t - z) Re f(t + iYJ) dt

(vgl. [6, p. 197]), und so gilt filr x E ~

(z E STJ ,0 < YJ < (3)

Durch Abschatzen und Grenziibergang YJ -+ f3 erhalt man daraus

(6)

Wir betrachten nun die Fehlerfunktion

2n-l

E(X, t) := Kit - x) - I Mx) KIJ(t - Xk)'
I,~O
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Flir festes j, 0 <j < 2n, gilt E(', Xj) E Vn,e und E(X!, Xj) = 0 (I = 0,... ,
2n - 1). Dies ergibt EL Xj) = 0 wegen der eindeutigen Interpolierbarkeit in
Vn •B • Daraus fo1gt mit geeignetem a(x) = ±l

I E(X, t)j = a(x) E(X, t) sign(sin nt). (7)

Falls namlieh x mit einem der Knoten Xk (k E 1:) zusammenfiillt, gilt dies
trivialerweise wegen E(X, -) = 0; sonst ist E(X,·) oF 0 und E(X, xD = 0
(l = 0, ... , 2n - 1). Naeh Lemma 1 hat dann E(X, .) keine weiteren Nun·
stellen in [0, 27T); auBerdem hat E(X, .) an den Stellen Xo ,... , X Zn- 1 Vorzeichen
wechsel. Somit gilt (7) aueh in diesem Falle, und wir erhalten

2~ r""l Kit - x) - 2%0
1

lix) Kit - Xk) Idt

121
7T r"" Ks(t - x) sign(sin nt) dt I= lin.s (x - 2:)1

< !in,e I = Ll n- 1«(3)·

Aus (6), (8) und Lemma 6 folgt dann

sup Ii - Ln.sfl = Ll n-1«(3),
fEHe

d.h. der Interpo1ationsoperator t n •e ist 2n-extremal zu He .
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