JOURNAL OF APPROXIMATION THEORY 19, 325-331 (1977)

Uber die Breite von Klassen holomorpher
periodischer Funktionen

WiLHELM FORrsT

Fachbereich Mathematik der Universitdt, D-74 Tiibingen, West Germany
Communicated by G. G. Lorentz

Received October 20, 1975

1. EINLEITUNG

Sei C,, der Raum der stetigen 2m-periodischen Funktionen, normiert
mittels der Maximumnorm, und H, (8 > 0) die Klasse der reellwertigen
2s-periodischen im Streifen S = {zeC || Im z | < 8} holomorphen Funk-
tionen mit | Re f(z)] < 1fiirz e Sy . Fiir U C C,,, bezeichnet

8(Hy, U) = sup inf | f — g | )

feHg gelU
den Approximationsgrad von Hj beziiglich U und
dn(Hp) = inf{8(Hp , U)| U Unterraum von C,, mit dim U < n}  (2)

die n-Breite (englisch: width) von Hj in C,, . Tihomirov hat in zwei Arbeiten
(vgl. [7, 8]) die n-Breiten von Hj explizit bestimmt. Die Ergebnisse aus [8]
sind jedoch falsch, und in [7, Section 3] ist im Beweis des Lemmas. eine
nichttriviale Liicke zu schlieBen. Eine genaue Analyse der Beweise in {7, 8, 9]
ermdglicht eine Korrektur der Ungenauigkeiten; dariiber hinaus kann auf
die Benutzung des Satzes von Borsuk verzichtet und dadurch der Beweis
elementar durchgefiihrt werden.

2. BESTIMMUNG DER n-BREITEN

Von grofer Wichtigkeit fiir das Folgende sind die Untersuchungen von
Achieser (vgl. [6, p. 196 1L.; 7, Section 4]), die

_ 43 (=" _.
S(HE > anl) - ?,,,12:0 (2m + 1) Ch((2m “Jx— 1) nﬁ) e An—l(lg) (3>

fiir den Approximationsgrad von H, beziiglich des Raumes P,_;, der tri-
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gonometrischen Polynome vom Grade <n — 1 ergeben. Mit Hilfe des
Kernes

Ko =1+23 968 sy @

k=1

erhilt man genauer per

fos(z) = % f:w Kt — z)sign(cos nt) dt  (z€Sy)

eine Funktion f, ; € Hg mit

Jrp(x) = (—DF 4,_1(B)

und
Sro) =0
an den Stellen x, = k - (w/n), &, = x;, + w/2n (k € Z) sowie
[ fos | = dna(B); )

Jn.p hat also in P,_; die Nullfunktion als Proximum und ist in dem Sinne
extremales Element von Hy , dal

S(fn,ﬂ > -Pn—l) = S(HB s Pn—l)

gilt.

Im Weiteren bendtigen wir fiir unsere Uberlegungen ein Ergebnis von
Mikhail [5], welches sich auch aus einem allgemeineren Resultat von Forst [2]
ergibt; demzufolge spannen die geshifteten Funktionen T, K (j = 0,..., 2m),
(T_, Kg)Xz) := Ku(z — z;), fiir beliebige z, < z; << **+ < Zgy < 25 + 27 €inen
Haarschen Raum auf. Dies kann man auch so deuten, daf K, im Sinne
von Karlin [4, p. 455] ein strikt totalpositiver zyklischer Kern ist.

LemMA 1. Es sei zop <z <+ < Zam < Zo -+ 2m: dann ist span{T_, K |
Jj == 0,..., 2m} ein Haarscher Raum iiber [0, 27).

Der Vollstindigkeit halber bringen wir den von Mikhail [5] angegebenen
Beweis. Nach Achieser [1, p. 253] ist K; eine elliptische Funktion der Ord-
nung 2 mit den primitiven Perioden 27 und 4i8. Somit ist fe span{T__, K |
j=0,..,2m}, f+0, eine elliptische Funktion der Ordnung <2(2m -+ 1).
Mittels der Funktionalgleichung K,(z + 2i8) = —Kj(z) fiir z € C folgt dann,
daB fim Intervall [0, 27) hochstens 2m -+ 1 Nullstellen hat. Aus Periodizi-
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titsgriinden ergibt sich schieBlich sogar, daB f wie behauptet in [0; 2=)
hochstens 2m Nullstellen haben kann.
Als Néchstes untersuchen wir die durch

réite
g/z) = 1)2m JE Ky(t — z)sign(cos nt) dt ~ (z€Sy)

i

definierten Funktionen g,e Hy(j =0,...,2n — 1); diese sind linear un-
abhéngig. Der von ihnen aufgespannte 2n-dimensionale Unterraum werde
mit U, ; bezeichnet. Es gilt dann

Lemma 2. Fiir alle k,0 <k <<2n, erfilllt der (2n — 1)-dimensionale
Unterraum span{ g; | 0 <<j < 2n,j 5 k} in [0, 297) die Haarsche Bedingung.

Lemma 2 ergibt sich ebenfalls als Spezialfail aus [2]. Unabhéngig davon
kann man einen einfachen Beweis angeben, der mit der durch Lemma 1
garantierten totalen Positivitit von K, auskommt. Chne Einschrinkung der
Allgemeinheit geniigt es, den Fall k = 2n — 1 zu betrachten. Fiir beliebige
Uy <ty <+ < Ugp_g << Uy -+ 27 gilt dann nach dem Satz von Fubini

det(gy(u) |0 <Jj, ke <21 — 2)

(= = fant ke
= QT Lq LG*z det(Ko(t; — ) |0 < J kb <20 — 2) dty - dty,, 5 .
Aus Lemma 1 folgt die Positivitit des Integranden, daraus det( g{uy)l
0<j,k <2n—2) %0 und so schlieBlich die Gilltigkeit der Haarschen
Bedingung.

Lemma 3. Firge U, gmit | gx)| <|fup!(J=0,.,2n— D giltge H;.

Wir nehmen an, es existiere ein g € U, J\Hz mit | g{x)| < | fus | (G=0,...,
2n — 1). Dann gilt 1 < sup,es s | Re g(z)! < o0; hat g die Darstellung

2n—1

gz) = ) «g42),

=0

so gibt es mindestens ein «; mit | o; | > 1. Man wihle nun % so, daf} | oy |
maximal ist, und bilde f:=f, s — (1/oy) g. f hat dann mindestens 2n Null-
stellen in [0, 277). Wegen

2n—-1

fn,B = Z &;
j=0

640/19/4-4
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ergibt sich andererseits mit

an—1 ,
Sf= ;) ( _z—;)ga‘750

j#Ek

ein Widerspruch zu Lemma 2.

LEMMA 4. Zu gy ,..., Yan-1 € R existiert genau ein g € U, g mit g(x) =
k =0,.,2n— 1.

Far ge U, ; mit g(x;) = 0 (k = 0,..., 2n — 1) gilt nach Lemma 3 ag e H,
fiir alle « € R; dies zieht Re g(z) = Ofiir z € S; und damit ¢ = 0 nach sich.

LEMMA 5. In R™ seien ein linearer Unterraum V mit dim V << m und eine
Teilmenge F gegeben. Es existiere ein € >0 mit {y = (31 yerer Vo) € R™ |
| y; | = e(j=1,..., m)} C F; dann gilt beziiglich der Maximumnorm 8(F, V) = .

Wegen dim V < m existiert [ = (A, ..., Ay) € (R™)* mit

=3 [ h] =1

=1
und
I(g)=0 fiir alle g e V.
fe R™ mit
(sign 2, falls A, # 0,

Jei= e 1, sonst,
gehort nach Voraussetzung zu F. Zusammen mit
If—glZl(f—g=Uf)=e¢ firallegeV
ergibt dies die Behauptung.

LemMma 6. Sei V ein 2n-dimensionaler Unterraum von C,,. Dann gilt
(Hg, V) = | frsl-

Es sei V' = span{v ,..., Us,_1}. Betrachtet man dann D(¢) := det(v,(x; + 1)),
so gilt D(ar/n) = — D(0); somit existiert = € [0, #/n) mit D(z) = 0. Mittels
Shiften um 7 erhalten wir aus ¥ den Unterraum W :={T, g | g < V}, (T, g)}x)
:= g(x + 7), mit den Basiselementen w; = T,v; ; dafiir gilt det(wy(x;)) =0
und S(Hg, W)= 8(Hg, V). Fir alle ¥y,.., Vo1 € R mit |y, =]/ rsl
(k = 0,..., 2n — 1) existiert nach.Lemma 4 genau ein g € U,, z mit g(x;) = y;
(k = 0,..., 2n — 1); nach Lemma 3 gilt g € H; . Denken wir uns Hg und W
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eingeschrinkt auf M = {x;,..., X4}, 50 ist Lemma 5 anwendbar, und es
folgt wie behauptet 8(Hg , V) == 8(Hg , W) = 8(Haize, Win) = [ fus |-
Aus dem Vorangehenden ergibt sich so der folgende

Satz 1. dy(Hg) = d2n—1(HB) == S(HB s Pry) = An—l(ﬁ)'

Nach Lemma 6 gilt ndmlich dy,(H) > | f.e | ; mittels des Resultats
| fopl = 8(Hg, Po_y) = 4, 4(B) von Achieser erhilt man ferner |f, 5| >
don_1(Hg). Uber die triviale Ungleichung d,,_(Hg) = dy,(Hp) schlieBt sich
dann der Kreis; in sdmtlichen Ungleichungen muf daher das Gleichheits-
zeichen stehen.

3. BESTIMMUNG DER LINEAREN 7-BREITEN
In Analogie zu (1) bzw. (2) bezeichne nun

8'(Hg , U) = inf{sup | f — Lf| | L: Cy, — U linear, beschrdnkt}

feHg

den linearen Approximationsgrad von H, beziiglich des linearen Unter-
raumes U C C,,, und

d, (Hp) ;= inf{8'(H, , U)| U Unterraum von C,, mit dim U < n}

die lineare n-Breite von H; in C,, . Ferner nennen wir einen beschrinkten
linearen Operator L : C,, — C,, vom Rang < n n-extremal zu H,, falls
d,(Hg) = sup{| f — Lf| | fe Hg} ist. Die Ergebnisse von Achieser (vgl
[3, p. 92; 7)) liefern nun d,,_;(Hp) = d;,_1(Hp). Genauer gilt fiir sogenannte
Operatoren L : C,, — P,_; vom Faltungstyp, die sich in der Gestalt

1 A
LH(x) = — ARt BeDf (1) dt
(L) =5 | PREA
mit geeigneten Faktoren A, € R (| k| < n) darstellen lassen, der folgende

Satz 2. Es existiert genau ein linearer Operator L, vom Faltungstyp
mit suPyserr, | f — L, pf| =4, _4(B). Ferner gilt L, 5 # L, fir § == y.

Es ist eine offene Frage, ob es noch andere beschrinkte lineare Operatoren
L:C,, — P,_, gibt, die 2n — 1)-extremal sind.

Folgerung 1. Es gibt keinen beschrénkten linearen Operator L : C,, —
P,_,,derzu Hyund H, (B # y) (2n — 1)-extremal ist.

Sei L: Cz,,—?Pn_1 ein beschriinkter linearer Operator, der zu #; und
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H, (8 # y) (2n — 1)-extremal ist. Dann erhalten wir durch die Berman-
Mittelung

1 27
Li= - fo T_ LT, dx

einen beschriinkten linearen Operator L vom Faltungstyp, der auch 2n — 1)-
extremal zu Hy und H, ist. Mit L = L, , = L, , ergibt sich so ein Wider-
spruch zu Satz 2.

Folgerung 2. dy, (Hp) = dy,(Hp) = 6'(Hg , Ppy) = An-—l(ﬂ)'

Satz 2 ergab die Existenz eines 2x-extremalen Operators. Mittels der
Uberlegungen von Mikhail [5] zeigen wir nun, daB sogar ein 2n-extremaler
Interpolationsoperator existiert. Wir betrachten dazu den 2xn-dimensionalen
Unterraum

Vg = span{T_, Kz | k = 0,...,2n — 1}

von C,,. An den Stellen X, ,..., x5, ist in V, s eindeutige Interpolation
mdglich. Bezeichnen wir mit /; ,..., l,,_; die Lagrange-Basis dieses Raumes, so
kann man durch

2n—1

Loof = Z F ) b

einen Operator L, ;: Cy, — V,, ¢ definieren. Fiir fe H; hat man die In-
tegraldarstellung

f2) = ;—WLGKn(t—z)Ref(t+ mydi  (z€S,,0 <7 <B)
(vel. [6, p. 197]), und so gilt fiir x & R
) — L HNX)
- ) v <Kn(t _x— ig L(x) Kt — xk)) Re /(¢ + in) dt.

Durch Abschitzen und Grenziibergang n — f erhilt man daraus

2n—-1

@) = Lns N < 5o [ Kkt =0 = T b6 Kt — x| dr. ©

Wir betrachten nun die Fehlerfunktion

2n—1

e(x, t) 1= Kﬁ(f —x) — Y h(x) Kt — x).

k=0
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Fiir festes j, 0 <j <<2n, gilt e, x)eV, und e(x;, %) =0 ({ =0,...,
2n — 1). Dies ergibt (-, x;) = 0 wegen der eindeutigen Interpolierbarkeit in
V,.e - Daraus folgt mit geeignetem o(x) = -1

| €(x, )] = o{x) e(x, t) sign{sin ). (M

Falls nimlich x mit einem der Knoten x, (k € Z) zusammenfallt, gilt dies
trivialerweise wegen e(x, ) = 0; sonst ist e(x, ) % 0 und e(x,x;) =0
{({=0,...,2n — 1). Nach Lemma 1 hat dann e(x, ) keine weiteren Nul-
stellen in [0, 27); auBBerdem hat e(x, -) an den Stellen x, ..., x,,; Vorzeichen-
wechsel. Somit gilt (7) auch in diesem Falle, und wir erhalten

51; f:w

_ !L

i 2x

< }fn,B l = An-l(ﬁ)
Aus (6), (8) und Lemma 6 folgt dann

sup | f— Lo ef | = 4, 5(B),

feHg

Kt =) — 5 1) Kilt — x| de

(&)

J:ﬂ Kyt — xj sign(sin nt) dt ’ = | fn.s <x - "5’:{)[

|

d.h. der Interpolationsoperator L, 4 ist 2n-extremal zu H, .
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